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Primitives et équations différentielles

Fiche d’exercices — Terminale Spécialité Mathématiques
40 exercices progressifs — Primitives usuelles, composées, équations diff.

Rappel de cours

n+1
+1—1—6’(s.in7é—1), [etdz=e*+C, [Ldr=In|z|+C,

[coszdr =sinx+C, [sinzdr=—cosz+C.

Primitives usuelles : [2"dz =

n+1 ’U,/
+C, [— =lu+C,
u

Primitives composées (v > 0 ou signe adapté) : [v/u" =

/
Ju'et =e* +C, f%:%/ﬂ—i—(?.

n+1

- c b
Eq. diff. ¢ = ay : solutions y = ke®. Eq. diff. v/ = ay + b : solution particuliere yo = ——,

b
solution générale y = ke — —.
a

S|

I — Primitives usuelles

Exercice 1 — Primitives de fonctions polynomiales

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

2) f(z) = 3a° ¢) h(z) =T ©) pla) = V7
b) g(z) = 52" — 2z d) k(z) =2° f) qa) = 2*?

Exercice 2 — Primitives exponentielles

Calculer une primitive de :

a) f(z) =¢€" b) g(z) =3e” +2 c) h(zx) =€e*—x

Exercice 3 — Primitives trigonométriques

Calculer une primitive de :
a) f(x) =cosz +sinz
b) g(x) =2cosx — 3sinz
¢) h(z) =1+ cos(x)

Exercice 4 — Primitive de 1/x

1
Calculer une primitive de f(z) = — sur |0; +oo[, puis sur | — 0o; 0].
x

Exercice 5 — Primitives mixtes

1
Trouver une primitive de f(x) = e* + — 4 cosx sur ]0; +00].
z
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Exercice 6 — Condition initiale

Trouver la primitive F' de f(z) = 2x — 3 telle que F(1) = 0.

Exercice 7 — Condition initiale (2)

Trouver la fonction F' primitive de f(x) = e* + cosx telle que F(0) = 2.

II — Primitives de fonctions composées

Exercice 8 — Forme u'u"

Reconnaitre et calculer les primitives suivantes :
a) f(z)= 2z +1)(x* +2+3)*
b) g(z) = 32*(2* — 1)°

c) h(z) =cosx -sindz

Exercice 9 — Forme v/ /u

Calculer une primitive de :

2z
a) f(z) = o
32 -1
P oo = o
cos
¢) h(z) = g S 10; ]

Exercice 10 — Forme u/e%

Calculer une primitive de :
a) f(z) = 2ze*
b) g(z) = (322 + 1)e* 1=

c) h(z) =cosz - eS"®

Exercice 11 — Forme u'/\/u

Calculer une primitive de :

2¢ + 1

S e

axr

Exercice 12 — Forme u'e

Calculer une primitive de :

a) f(z) =e3* (poser u = 3x)
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x
2 +4

b) g(x) = sinzcos*x

¢) h(z) = (x — 1)e®" —22+3

Exercice 14 — Primitive et condition initiale

avec F'(0) = 3.

Trouver F' primitive de f(z) =

x
241

III — Equations différentielles y' = ay

Exercice 15 — Solutions générales

Donner la solution générale de :

Exercice 16 — Condition initiale

Résoudre : B
a) ¥ =2y,y(0)=5
b) y' = -y, y(0) = -3

c) y =4y, y(1) = e

Exercice 17 — Vérification

Vérifier que y(z) = Te 3% est solution de y' = —3y et satisfait y(0) = 7. e

J

Exercice 18 — Unicité

Montrer qu’il existe une unique solution & 3y’ = 5y avec y(0) = k (pour k£ € R). Que se
passe-t-il pour k =07

Exercice 19 — Application : radioactivité

La quantité N(t) d’un isotope radioactif vérifie N'(t) = —AN(t) avec A > 0.
a) Donner 'expression de N (t) si N(0) = No.
b) Si la demi-vie est 10 ans, calculer .

c) Au bout de combien d’années reste-t-il Ny/87?
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Exercice 20 — Application : intéréts continus

Un capital C(t) est placé & un taux continu r = 0,04. On a C' = rC et C'(0) = 1000 €.
a) Donner C(t).
b) Calculer le capital apres 10 ans.

¢) Au bout de combien d’années le capital double-t-il ?

IV — Equations différentielles y = ay + b

Exercice 21 — Solution particuliére constante

Pour chaque équation, trouver la solution particuliére constante g :
a) ¥y =2y+6

b) o = —3y+9

c) ¥y =5y—10

Exercice 22 — Solution générale

Donner la solution générale de :
a) ¥ =2y+6

b) v =-3y+9

)y =y—4

Exercice 23 — Condition initiale

Résoudre le probleme de Cauchy :
a) y' =2y —4,y(0)=3

b) v =—y+2,y0)=0

c) ¥ =3y+6,y(1)=0

Exercice 24 — Vérification

)
Vérifier que y(z) = 3e72% + 3 est solution de 3y’ = —2y + 5 avec y(0) = —.

Exercice 25 — Limite asymptotique

Soit ' = ay + b avec a < 0.

a) Montrer que toute solution tend vers —b/a quand z — +o0.

b) Application : pour ¥’ = —2y + 8, y(0) = 1, trouver lim,_, ;- y(x).
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Exercice 26 — Application : refroidissement

La température T'(t) d’un objet satisfait 7" = —k(T — Tw,) avec Too = 20°C et k = 0,1.

a) Reformuler en équation 7" = aT + b.

b) Résoudre avec T'(0) = 80.

c¢) Calculer 7°(10).
)

d) Au bout de combien de temps T' = 30°C?

Exercice 27 — Application : population

La population P(t) (en milliers) satisfait P’ = 0,02P — 0,4 avec P(0) = 25. s
a) Résoudre I’équation différentielle.
b) La population est-elle croissante ou décroissante ?

c¢) Calculer limy_, 1 P(t).

V — Exercices type Bac

Exercice 28 — Type Bac (primitives et intégrale)

1. Calculer une primitive de f(z) = 2ze® L.

1
2. Calculer/ 9xe® 1 dx.
0

x+1
3. Calcul imitive d = 5 oL a
alculer une primitive de g(z) 2 +2x+3

2
4. Calculer/ g(z) dz.
0

Exercice 29 — Type Bac (équation différentielle)

On consideére I'équation différentielle (F) : y' = 3y — 6. &
1. Trouver la solution particuliére constante yq.
2. Donner la solution générale de (E).
3. Trouver la solution vérifiant y(0) = 4.
4. Calculer lim,_, . y(x) pour cette solution.
[l B2

1 E
ﬁq(t)—i-ﬁ avec R = 10009, C = 1073F,

La charge ¢(t) d’un condensateur vérifie ¢'(t) = —
E =12V et ¢(0) = 0.

1. Ecrire ’équation sous la forme ¢’ = aq + b en calculant a et b.

2. Résoudre I'équation différentielle.
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3. Calculer limy_, 1 q(t) et interpréter physiquement.

4. Calculer ¢(1) (valeur numérique approchée).

Exercice 31 — Type Bac (médicament)
La concentration c(t) (en mg/L) d’un médicament dans le sang vérifie ¢ = —0,2¢, avec R
c(0) = 50.

1. Donner 'expression de c(t).
2. Au bout de combien d’heures la concentration est-elle inférieure a 5 mg/L ?
3. Calculer ¢/(0) et interpréter.

4. Tracer l'allure de c(t).

Exercice 32 — Type Bac (intégrales composées)

w/2
1. Calculer / sin z cos® z dz.
0

2
2z — 1
2. Calculer/ Qx—dx.
1 s —x+]_

1
3, Calculer/ (2x + l)er'HC dx.
0

Exercice 33 — Type Bac (probléme complet)

Soit I’équation différentielle (E) : ' +y = 2e”.
1. Résoudre I’équation homogene associée y' + y = 0.
2. Chercher une solution particuliere de (E) sous la forme y = ae”.
3. Donner la solution générale de (E).

4. Trouver la solution vérifiant y(0) = 3.

Exercice 34 — Type Bac (modélisation)

La population d’une ville croit selon le modele P'(t) = kP(t) avec P(0) = 100000 habitants. e
1. Donner l'expression de P(t).
2. Si la population double en 30 ans, calculer k (donner la valeur exacte).
3. Quelle sera la population dans 50 ans?

4. Apres combien d’années la population aura-t-elle triplé ?

Exercice 35 — Type Bac (condition initiale et limite)

On considere y' = —3y + 9 avec y(0) = yo.

1. Donner la solution générale.
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2. Pour quelle valeur de yg la solution est-elle constante ?
3. Pour yp = 5, étudier la monotonie et calculer lim;_, 1o y(t).

4. Pour yg = 1, méme questions.

Exercice 36 — Type Bac (intégration par parties — admis)

mE

En utilisant la méthode d’intégration par parties [ uv'dz = [uw] — [w/vdz :

1. Calculer / zlnxdz (prendre v = Inz, v = x).
1

1
2. Calculer / xe® dx (prendre u = x, v/ = e%).
0

Exercice 37 — Type Bac (résolution compléte)

L’équation différentielle est 2y’ — y = e*/2 + 1.
1. Réécrire sous la forme y' = ay + b(x).
2. Résoudre ’homogene 2y —y = 0.

3. Chercher une solution particuliere de 2y —y = /2 (forme ae®/?) puis de 2y —y =1
(forme constante c).

4. Donner la solution générale complete.

5. Trouver la solution vérifiant y(0) = 2.

Exercice 38 — Type Bac (vrai/faux justifié)

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse, et justifier :
1. « F(x) = €?® est une primitive de f(z) = 2€2.»
2. «Si F' et G sont deux primitives de f, alors F' — GG est une constante. »
3. «La solution de y' =y avec y(0) = 0 est y = 0. »
4. « L’équation 3y’ = —y + 1 admet une unique solution constante. »

5. « Toute solution de 3’ = ay avec a < 0 tend vers 0. »

Exercice 39 — Type Bac (application chimique)

dC
La concentration C(t) d’une substance chimique satisfait Y —kC+Pouk=05et
P=2.

1. Ecrire sous la forme C’ = aC + b.
2. Résoudre avec C(0) = 0.
3. Calculer limy;_, 4~ C(t) (concentration d’équilibre).

4. En combien de temps la concentration atteint-elle 90 % de sa valeur d’équilibre ?
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Exercice 40 — Type Bac (probléme complet — 3 parties)

Partie A — Primitives. e

Al. Donner une primitive de f(z) = S

x2+9
g
A2. Calculer / ——dx.
0o VzZ+9

Partie B — Equation différentielle.

B1. Résoudre y' = 2y avec y(0) = 3.

B2. Résoudre y' = 2y — 4 avec y(0) = 1.
Partie C — Application.
La quantité Q(t) d’un polluant (en tonnes) dans un lac satisfait Q' = —0,1Q + 5 avec

Q(0) = 100.
C1. Résoudre cette équation différentielle.
C2. Calculer lim;_, 1 Q(t) et interpréter.

C3. Calculer Q(10) (valeur approchée).
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