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Rappels — Capacités exigibles (Programme officiel)

. 7’ . 7 m
o Lever une forme indéterminée (co — co, —, 0 X 00,
o0

o Déterminer la limite d’une fonction en 0o ou en un réel.

0
0

o Utiliser le théoreme des gendarmes, la regle des croissances comparées.
o Déterminer et interpréter graphiquement une asymptote (horizontale, verticale, oblique).

o Utiliser la composition de limites (limite de g o f).

Rappels — Limites usuelles a connaitre

e lim 2" =+
r—~00

1
e lim — =0
z—+oo ™

T
(n>1) . liﬂr_l C -t (croissances comparées)
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1 Limites en +0co0 et —oc0

Méthode — Limite d’un polynéme en +oo

La limite d’un polynéme en 400 est déterminée par son terme de plus haut degré.

Exercice 1 — Polyn6émes

Calculer les limites suivantes.

a. lim (3z% —52% 4 2) d. lim (2% - 1002°)
T—>+00 T—r—00
. 3 . . 2 _
b. mll}r_noo(Qx 4z +1) e. xgrilw(x 5z)(x + 3)
. .5 3 _ ; — 2 _
c. xll)r_ir_loo( x4+ 3z° —7) f. zEIPoo(l )2z — 1)

Exercice 2 — Fractions rationnelles (terme dominant)

Calculer les limites suivantes en factorisant par le terme dominant.

i 32+ —1 d I xt — 2
a. lim ———— . lim ———
z—+oo 222 -5 v—+oo 3z + 7
b. i 3+ 2z o lim 2% —x 44
) zﬁufnoo 2 —1 T 2500 —3x2 + bx
c. lim bt =3 f. lim (z+1)@=2)
z—too 22 + 1 z—+o0 (22 — 1)(3x + 4)

J

Exercice 3 — Fonctions avec racine carrée

Calculer les limites suivantes.

a. lim vVz2+zx ¢ lim —0

T—~+00 r—400 \/12 + 1

2
b. lim 4. lm VE 3T

z—+oo T + 1 z—+oo 2z —1

Remarque

x
Pour la limite de ————— en +oo, factoriser 22 sous la racine : Va2 +1 = T4/1+ L (avec
VarZ+1 2

x> 0).

2 Limites en un réel — Asymptotes verticales

Définition — Asymptote verticale

La droite d’équation z = a est une asymptote verticale a Cy si lim+ f(z) = fooou lim f(z) = +oo.
r—a TrT—a—
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Méthode — Déterminer le signe de f(z) au voisinage d’un point

Utiliser un tableau de signes (avec tkz-tab) pour étudier le signe du numérateur et du dénominateur
séparément, puis déduire le signe du quotient.

)

Exercice 4 — Limites en un réel, forme ;

Pour chaque fonction, calculer les limites a gauche et a droite du point indiqué, puis conclure sur
I’existence d’une asymptote verticale.

a. f(z)= 32enx:2.

:L' —_—
1
b. g(z) = ;Czt L enz= 2 puis en x = —2.
-1
C. h(SC) = m en x = —3.
2
d. k(z) = 2;_ GenT= 3.
1 . . o
e. l(z)= en ses points de discontinuité.
72 — 1 —

Exercice 5 — Limite en 0 de fonctions usuelles

Calculer les limites suivantes.

a. lim Inx . Inz
rs0* d B
z_q
b. lim e. lim &
z—0+ Inx z—0
c. lim zlno T )
z—01 z—0 T

Remarque

Les deux derniéres limites sont des limites remarquables & connaitre : elles valent toutes les
deux 1.
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3 Formes indéterminées

Rappel — Les 4 formes indéterminées classiques

Forme Situation Technique
00 — 00 diff. de deux grandes quantités Factoriser, ou expression conjuguée
00
— fract. rationnelle en +oo Factoriser par le terme dominant
00
0
0 annulation commune Factoriser  (identités remarquables,
+(z —a))
. . . o . 0 )
0 x oo produit nul X infini Ecrire comme quotient —— ou ——
1/00 1/0

Exercice 6 — Forme co — 0o (polynémes)

Calculer les limites suivantes (factoriser par le terme dominant).

a. lim (23 — 2%+ 5x) d. EIE (Vo +1-+7x)

T—+00

b. lim (32 — %) e. lim (Va?+z—2x)

z—+00 T—+00
c. lim (2 —22% 4+ 2) f. lim (V422 +1 - 22)
T——00 T—>+00

Méthode — Expression conjuguée

A—-B
Pour \/Z —vVB , multiplier et diviser par \/Z +VB: \/Z —VB= ——_

Exercice 7 — Forme § (factorisation)

Calculer les limites suivantes en factorisant le numérateur et le dénominateur.

| 224342
a. lim d. lim —————
z—1 x —1 r——1 3}2—1
2
—4 </ _
b. limx e. limL42
=2 r — 2 z—0 x
2 _
c. limm f. lim v -1
r—3 x—3 z—=1 . —1

Exercice 8 — Forme 0 x co

Calculer les limites suivantes en réécrivant comme un quotient.

a. lim z-e* d. lim 2°lnx
r—r+00 r—0t
. _ Inz
b. lim x%e”* e. lim —
z—+00 T—+00 \/E
c. lim zlnz f. lim vzlnx
z—0t z—0t
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Chapitre 3 — Limites de fonctioniBerminale Spécialité Maths 6

Exercice 9 — Bilan formes indéterminées .

Identifier la forme indéterminée puis calculer chaque limite.

. 22 —3x+2
a. lim ———
zo400 224+ 2 —6

2
— 2
b. lim%
=2 x4 +1—06

2
. T
c. lim (z-—
T—+00 < x-l-l)

2x_1

e

1m
z—0 e* — 1

4 Théoréme des gendarmes

Théoréme — Théoréme des gendarmes (rappel)

Soient f, g, h trois fonctions et a € RU {—o00, +00}.
Si, au voisinage de a : g(x) < f(x) < h(x), et si li_r>n g(z) = lim h(z) = ¢,

Tr—a
alors lim f(x) = ¢.
Tr—a

Exercice 10 — Application directe du théoréme des gendarmes

. sin x
a. Montrer que lim =
r—4+oco X

Indication : utiliser —1 < sinx < 1.

CoST
b. Montrer que lim 57— =0.
r—4oco X
2+sinzx
c. Montrer que lim Zhsnz =
T—>+00 x
rsinx
d. On pose f(z) = ——.
s . —Z z .
En utilisant —1 < sinx < 1, montrer que 21 < f(z) < P pour z > 0, puis calculer
li .
o I 7)
Exercice 11 — Encadrement a construire
2
x In(1+ =z
a. Sachant que pour tout z > 0: z — — < In(1 4+ z) < z, calculer lim g
2 z—0+ T

b. On admet que e* > 1+ z pour tout = € R.

En déduire lim (e® —z).
r—+00
342
c. Soit f(x) = St 2cosw pour z > 0.

22 +1
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Chapitre 3 — Limites de fonctioniBerminale Spécialité Maths

Encadrer f(x) puis calculer lim f(z).

T—r+00

5 Croissances comparées

Propriété — Croissances comparées — a connaitre par cceur

Pour tout entier n > 1 :

x

lim — =400

xz—+oo L™ T——00

puissances.

lim z"e® =0

. Inx
lim — =0
z—+oo ™

Mnémotechnique : 'exponentielle I’emporte sur les puissances; le logarithme est dominé par les

lim 2"lnz =0
z—0*

.2
a. lim —
r—+oo el

e:l?

b. lim ——
z—4o00 100

c. lim z3¢*
Tr—r—0o0

d. lim z2%e**

T—r—00

Exercice 12 — Application des croissances comparées

‘ r

Calculer les limites suivantes en utilisant les croissances comparées.

. Inx
e. lim —
T—+00 I
3
£, lim ()

T—+00 xX

g. lim zlnzx
z—0t

h. lim 2°In(z?)
z—0t+

a. Calculer lim (z*—e").
T—+00

Indication : écrire x2 — e* = em<

2

) et —x

b. Calculer lim ———.
z—+o00 et + x

lim ze %/2.
T—+00

c. Calculer

d. Calculer lim (1+ Inz)z.

z—0t

Exercice 13 — Croissances comparées appliquées

|

6 Composition de limites

Théoréme — Composition de limites

Si lim f(z) = b et lim g(z) = ¢, alors lim g(f(z)) = c.
z—b z—a

r—a
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oo

Méthode — Utiliser la composition

Poser u = f(z) et chercher lim g(u).
u—b

Exercice 14 — Composition de limites

Calculer les limites suivantes en utilisant la composition.

. —_ 2 . .
a. lim e *. Indication : poser u = —x>.

T—r+400

r+1

1
b. lim ln<$ i ) Indication : poser u =
T

T—r+00 x

c. lim ™7,

z—0t

1
d. lim ln<1 + —2>
xr——+00 €T

1
e. lim e=—1.
r—1—

1
f. lim ez—1.
r—1t

7 Asymptotes

Définition — Les trois types d’asymptotes

T—+00

» Asymptote verticale en a : limjE f(z) = £oo. La droite x = a est une A.V.
T—ra

o Asymptote oblique en +oco : lim [f(z) — (ax 4+ )] = 0.

T—+00
o flx) :
On trouve a lm ==, puis b x_l)rfoo[f(x) azx]

« Asymptote horizontale en 400 : lim f(z) =¢ € R. La droite y = ¢ est une A.H.

Exercice 15 — Asymptotes horizontales et verticales

a f(r)= 242
b. g(z) = iz +;
¢ hiz) = ac23—T— 1
d. k(z) = efi :

M. Ulrich TCHISSAMBOU

Pour chaque fonction, déterminer les asymptotes horizontales et verticales éventuelles.
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Chapitre 3 — Limites de fonctioniBerminale Spécialité Maths 9

Exercice 16 — Asymptote oblique
2?2 +x+1

a. Montrer que la courbe de f(x) = —————— admet une asymptote oblique en +00 et en —oo.

Indication : écrire f(x) =x 4+ 1+ —.
x

2% —3x 41
b. Déterminer 'asymptote oblique de g(z) = —1+ en effectuant la division euclidienne.
x J—
23
c. Montrer que la courbe de h(z) = — | admet ’asymptote oblique y = x en +o0.
x

Calculer h(z) — x et interpréter.

Exercice 17 — Bilan asymptotes

24 o _
Soit f(z) = L 273

r—1

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Factoriser 22 4 2z — 3.
c. Simplifier f(x) pour x # 1 et en déduire la nature de la discontinuité en x = 1.

d. La courbe admet-elle une asymptote verticale en x =17
Observer que le numérateur s’annule aussi en x = 1.

e. Calculer lirin (x) et en déduire la présence d’une asymptote oblique.
T—T OO0

8 Prolongement par continuité

Définition — Prolongement par continuité

Si f est définie sur D \ {a} et si li_I>n flz)=Y¢eR,

on peut prolonger f par continuité en posant f (a) = 4.

\
Exercice 18 — Prolongement par continuité

Pour chaque fonction, vérifier qu’elle est prolongeable par continuité en a et déterminer la valeur
du prolongement.

2
-9
a. f(:v):a;_3 en a=3.
2 _
b g(x)zI T ena=0.
x
vV 1-1
c. h(z) = v en a=0.
x

M. Ulrich TCHISSAMBOU utspe.com
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9 Exercices de synthese

Exercice 19 — Etude compléte d’une fonction rationnelle

212 — 8
22—z -2

Soit f(x) =
a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Factoriser le numérateur et le dénominateur.

c. Calculer igf(x), lim f(z), lim f(x).

rz——11 T——1-

d. Calculer xkrfoof(m) et xkr}loof(m).

e. Conclure sur les asymptotes horizontales et verticales.

Exercice 20 — Etude compléte d’une fonction avec exponentielle

Soit f(x) =

‘ r

630

et —1°

a. Déterminer le domaine de définition de f.

b. Calculer lim f(z) et lim f(z). Conclure.

z—0t z—0—

c. Calculer xkanoof(:n) et xkr}loof($).

d. La fonction admet-elle une asymptote oblique 7 Justifier.

| r

Exercice 21 — Etude compléte d’une fonction avec logarithme

Soit f(z) =« — Inx définie sur |0; +o0l.

a. Calculer lim f(x). Indication : utiliser lim z =0 et lim Inz = —oc.
z—07t z—07t z—07t

1
b. Calculer lim f(z) = lim x<1—”>.

T——+00 xr——+00 €T

., 1
c. Etudier le signe de f'(z) =1 — — et en déduire le minimum de f.
x

d. Justifier que f(x) > 1 pour tout z > 0, soit x — Inz > 1, c’est-a-dire Inz < = — 1.

~
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10 Exercices type Baccalauréat

Exercice 22 — Type Baccalauréat

Soit f la fonction définie sur R\ {—1} par f(z) =

.

1.

- 2 +x—2
rz+1
Calculer xl_1>11;11 f(x).

En déduire si x = —1 est une asymptote verticale a la courbe de f.

2
. Montrer que f(z) =z — o pour tout z # —1.
z

Effectuer la division de x> + x — 2 par x + 1.

. En déduire que la droite y = x est une asymptote oblique a la courbe de f en 4oo0.

. Etudier la position de la courbe de f par rapport & cette asymptote.

. 2
FEtudier le signe de f(x) —x = — 1 selon que > —1 ou z < —1.
x

\

Exercice 23 — Type Baccalauréat

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = (2o — 1)e™".

1.

4.

5.

Calculer ligr_l g(x). Justifier soigneusement en utilisant les croissances comparées.
T—>+00
. Calculer lim g(x).
T——00

. Montrer que ¢'(x) = (3 — 2z)e 7.

Etudier le signe de ¢/ (x) et dresser le tableau de variations de g.

Calculer ¢g(3/2) et préciser le maximum de g sur R.

Exercice 24 — Type Baccalauréat

Inx

Soit h la fonction définie sur |0;4+o0[ par h(z) = —.

1.

1
. En déduire que h(z) < h(e) = — pour tout x > 0, c’est-a-dire que Inz <
e

X

Calculer lim h(x). Interpréter graphiquement.
z—0t

. Calculer lim h(x). Interpréter graphiquement.
T—r+00

. Calculer I/(z) et étudier son signe.

. Dresser le tableau de variations complet de h.

o8
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Exercice 25 — Type Baccalauréat

(D’apres BAC 2023) Soit f la fonction définie sur R par :

3x2 — 2
@)=t

1. Montrer que f est définie sur R tout entier.

2. Calculer lim f(z)et lim f(z).
T—+00 T——00
La courbe de f admet-elle une asymptote horizontale ? Si oui, laquelle 7

10
3. Montrer que f/(z) = ﬁ
4. Etudier le signe de f'(z) et dresser le tableau de variations de f.

5. Montrer que la courbe de f est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées.

\

Exercice 26 — Probleme — Type Baccalauréat

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (z + 2)e™".
Partie A — Etude de f

1. Calculer wkrfmf(x) et wll)r_noof(m).

2. Montrer que f/'(z) = —(z + 1)e*.

3. Dresser le tableau de variations de f et calculer f(1), f(—1).

une dans ]0;1].

Partie B — Asymptote et position

5. Montrer que la droite y = 0 est une asymptote horizontale a la courbe de f en +ooc.

4. Montrer que I’équation f(x) = 1 admet exactement deux solutions, dont une dans | —1;0[ et

6. Etudier la position de la courbe de f par rapport & 1’axe des abscisses selon le signe de z + 2.

M. Ulrich TCHISSAMBOU
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Récapitulatif — Limites de fonctions

Situation Limite Technique

Polynoéme en +oo +o0 Terme de plus haut degré

Fraction rationnelle en 00 réel ou oo Factoriser par " dominant

Forme Oé +o0 Signe du numérateur / dénomina-
teur

Forme g a calculer Factoriser, simplifier

Forme oo — oo a calculer Factoriser ou conjugué

Théoreme des gendarmes l Encadrer f(z) par g et h — £

Croissances comparées 0 ou +o00 e’ >z" > Inz

Asymptote oblique droite y = ax + b a = lim @, b=1lm(f — ax)

Corrigés et exercices complémentaires disponibles sur utspe.com

M. Ulrich TCHISSAMBOU utspe.com



